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Riassunto. Adattiamo il procedimento iterativo di Moser per provare che le 
soluzioni deboli di un’equazione nltraparabolica, a coefficienti misurabili, sono fun- 
zioni localmente limitate. A causa della forte degenerazione dell’equazione, il nostro 
metodo differisce da quello classico poichè si basa su delle opportune stime di tipo 
Sobolev valide solo per le sopra e sotto-soluzioni. 


Abstract. We adapt the iterative scheme by Moser, to prove that the weak so- 
lutions to an ultraparabolic equation, with measurable coeflicients, are locally 
bounded functions. Due to the strong degeneracy of the equation, our method 
differs from the classical one in that it is based on some ad hoc Sobolev type 
inequalities for super and sub-solutions. 
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1 Introduzione 


In questo seminario presentiamo alcuni risultati ottenuti in collaborazione con Sergio 
‘ Polidoro. Consideriamo l’equazione alle derivate parziali del second’ordine 


mo N 
Lu(x,t) = x; de; (ai;(2,t)0z;u(2,t)) + a bijci0z,u(c,t) - du(2,t)=0 (1.1) 
i,j=1 ij=1 
dove (x,t) = (x1,...,n,t) = z indica il punto in RVH!, e1<mo<N. 


Vogliamo adattare il metodo iterativo introdotto da Moser in [31, 32, 33] per le equa- 
zioni uniformemente paraboliche, per provare che le soluzioni distribuzionali di (1.1) sono 
funzioni localmente limitate. Ricordiamo che la tecnica di Moser è basata sull’utilizzo di 
stime di tipo Caccioppoli opportunamente combinate con il teorema di immersione di 
Sobolev. A causa della forte degenerazione dell'operatore L, lo studio di (1.1) presenta 
delle difficoltà nuove. Infatti, anche la soluzione u di (1.1) verifica una disuguaglianza di 
tipo Caccioppoli che, tuttavia, fornisce una stima delle sole derivate dx;u,j=1,...,M9, €. 
non si ha alcuna informazione sulle altre N — mo derivate spaziali. 

In effetti, le estensioni del metodo di Moser disponibili in letteratura si basano impli- 
citamente sul fatto che la disuguaglianza di Sobolev (eventualmente adattata all'ambito 
funzionale considerato) sia un ingrediente essenziale di tale procedura iterativa (cfr., per 
esempio, [40], [12], [13] e [14]). Tuttavia, nel nostro caso, le stime di Caccioppoli danno 
informazioni parziali che non possono essere colmate dal classico teorema di Sobolev. 

L’idea è allora quella di provare delle stime di tipo Sobolev per le sopra e sotto-soluzioni 
di (1.1), che siano abbastanza accurate da poter essere utilmente combinate con le stime 
di Caccioppoli. A tal fine, rappresentiamo la soluzione u in termini di una parametrice di 
L, ossia in termini della soluzione fondamentale del seguente operatore 


Lo= Am +Y, (1.2) 
dove Amy è l'operatore di Laplace nelle variabili x1,..., Emo e Y è la parte del prim'ordine 
di L: 

N 
He b> dijridx; - di. (1.3) 
$j=1 


Con un piccolo abuso di linguaggio, chiameremo Lo la parte principale di L. Dunque, 
se u è soluzione di (1.1), formalmente abbiamo 


mo 
Lou= (Lo - L)u= Y dx, Fi, (1.4) 


q=l 
dove 


mo 
Fi=)_ (6; — 0i;) du, i=l,..., Mo. 
j=1 
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Poichè i termini F; dipendono solo dalle derivate dz;u, j = 1,..., mo, la disuguaglianza di 
Caccioppoli fornisce una stima = del membro destro di (1.4). Utilizzando la soluzione 
fondamentale di Lo, otteniamo poi delle stime IH, di u. Questo argomento sembra natu- 
rale poichè anche la classica disuguaglianza di Sobolev può essere provata rappresentando 
le funzioni in H! in termini della soluzione fondamentale dell’operatore di Laplace. 


Di seguito, precisiamo le ipotesi che assumeremo. 


[1.1] / coefficienti a;;, 1 < iî,j < mo, sono funzioni misurabili di 2. Inoltre ai; = 
aji, 1<i,j < Mo, ed esiste una costante positiva p tale che 


mo 


ue? < È ai; (2)66; < lei? 


îg=1 


per ogni 2 € RV+! e € € R'°. La matrice B = (bi;)ij=1,..,N è costante. 


[I.2] Lo è ipoellittico e d\-omogeneo di grado due rispetto ad un opportuno gruppo di 
dilatazioni (5)), în RV+! (si veda (2.6)). 


Notiamo esplicitamente che, benchè sia espressa in termini di Lo, [I.2] è, in realtà, 
un'ipotesi sui coefficienti bj; dell'operatore L. Infatti, in base alla ben nota condizione di 
Hormander [16], l’ipoellitticità di Lo è equivalente all’ipotesi 


rank Lie (951,-.-,0smy:Y) (2)=N+1,  VzeRNH, 


dove Lie(ds1:::-192mg»Y ) indica l’algebra di Lie generata dai campi Or11°+ +3 Orimp3 Y* 
Dunque risulta chiaro che l’ipoellitticità di Lo (così come l’esistenza delle dilatazioni 
(51)\>0) dipende solo da mo e dalla parte del prim’ordine Y di L. Nel paragrafo 2, 
richiameremo anche una nota condizione di struttura sulla matrice B equivalente a [I.2]. 

Notiamo anche che se L è uniformemente parabolico (i.e. mo = N e B = 0), allora 
[1.2] è ovviamente soddisfatta. Infatti, la parte principale di L è semplicemente l’operatore 
del calore che è ipoellittico e omogeneo rispetto alle dilatazioni paraboliche d\(,t) = 


(Az, A?t). 


Diamo ora la definizione di soluzione di (1.1). Indichiamo con D = (9x;,..., dry); (1°) 
rispettivamente il gradiente e il prodotto scalare in RN. Inoltre, sia Dymo il gradiente nelle 
variabili T1,..., Tmo- 


DEFINIZIONE 1.1 Soluzione debole di (1.1) in un sottoinsieme O di RN+! è una funzione 
u tale che u, Dm, Yu E L? (9) e 


J —(ADu,Dg)+gYu=0, Vp € CH (O). (1.5) 
Q 
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Prima di enunciare i nostri risultati principali introduciamo qualche ulteriore nota- 
P P q 
zione. Sia “o” l'operazione di gruppo in RN+! definita in (2.3), e consideriamo il cilindro 
euclideo 


Hi = {(2,t) ER" xR | |Jr]<1, |t]<1}. 


Per ogni zo € RN+! e r > 0, poniamo 


H;(z0) = 200 (4-(H1))={z € RNH: :2= z006,(0), CE Hi}. (1.6) 
Vale il seguente 


TEOREMA 1.2 Sia u una soluzione debole non negativa di (1. 1) inQ. Sia n € Ne siano 
r,Q reali positivi tali che 3 < 0 <r e H, H;(z0) C Q. Esiste una costante positiva c che 
dipende solo dalla costante di parabolicità u e dalla dimensione omogenea Q (cfr. (2.7)), 
tale che, per ogni p > 0, vale 


c 
sup u < —__- J wP. 1.7 
Par (r — 0)2+2 ta 
Hr(z0) 


La stima (1.7) vale anche per ogni p< 0 tale che uP € L'(H,(z0)). 


OSSERVAZIONE 1.3 Anche le sopra e sotto-soluzioni di (1.1) verificano (1.7) per valori 
opportuni di p. Più precisamente, (1.7) è valida per 

(i) p>lep<0, seu è una sotto-soluzione debole non negativa di (1.1) tale che 
uP € L!(H,(z0)); 

(ii) p €]0,}[, se u è una sopra-soluzione debole non negativa di (1.1). In tal caso, la 
costante c în (1.7) dipende anche da p. 


Una conseguenza pressochè immediata dei risultati precedenti è la limitatezza locale 
delle soluzioni deboli di (1.1). 


COROLLARIO 1.4 Sia u una soluzione debole di (1.1) inQ. Siano € Ner,0>0, come 
nel Teorema 1.2. Allora si ha 


ue 


Cc 
sup lu<{(2Gza fl, voi, (1.8) 
A, (r = g}9#2 | 
Hr(z0) 


e e=€(Q; Li). 


Per motivare l’interesse nella classe di operatori considerata, riportiamo alcune appli- 
cazioni. 
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EsEMPIO 1.5 Consideriamo la famiglia di equazioni cinetiche 
daf-(v,Vif)= Q(f), 120, reR", veR", (1.9) 


dove n > 1 e f è una funzione non negativa. Fisicamente, (1.9) fornisce un modello 
matematico per l’evoluzione di un sistema di particelle che interagiscono per collisione. 
La soluzione f rappresenta, per ogni tempo t > 0, la densità di probabilità delle particelle 
con posizione x e velocità v. L'operatore Q descrive il tipo di collisioni e può essere lineare 
o non lineare. Per esempio, se 


Qf) =Avf 


(1.9) diventa il prototipo dell’equazione lineare Fokker-Planck (cfr., per esempio, [8] 0 
[39]) e si scrive nella forma (1.1) scegliendo mo =n,N=2n e 


_{0 -K 
8-(0 0°) 


dove In è la matrice identità n x n. In questo caso l’operazione di gruppo di Lic è data da 
(0,2,t) (v,2'.t)=(0+v,c+2'+t'v,t+4) 


e il gruppo di dilatazioni è definito da 6\(v,x,t) = (Av, Az, X°t). 
Nel modello di Boltzemann-Landau (cfr., per esempio, [24] e [25]) 


n 
QÎ) = I du (ai;(-5)d,f) 
i,j=1 
e i coefficienti a;; dipendono dalla funzione incognita attraverso delle espressioni integrali. 
Questo modello è utilizzato per descrivere le interazioni a livello intermolecolare. 


Equazioni del tipo (1.9) intervengono anche in matematica finanziaria (cfr. [2], [6] e 


[1)). 


EsEMPIO 1.6 L’equazione 


n n n 
du = >. ds; (0;;0z;u) + DO ridzu + YO vd, u, (x,y,5,t) €R" xR" x R" x R, 
i.j=1 i=l i=l 
(1.10) 
interviene nella teoria dei processi di diffusione degeneri (cfr., per esempio, [9] e [43]). 
L’operatore in (1.10) soddisfa le ipotesi [I.1]-[I.2] e il gruppo di Lie corrispondente è di 
passo due. Le dilatazioni associate sono le seguenti d\(x,y,5,t) = (Ax, A3y, \55, X2t). 


Ulteriori motivazioni per lo studio di (1.1) vengono dalla teoria delle equazioni alle 
derivate parziali. Come detto sopra, nel caso in cui i coefficienti a;; siano costanti, la 
regolarità C® delle soluzioni è stata provata da Kolmogorov [18] e da Hòrmander [16]. 
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Uno studio sistematico di questa classe di operatori è dovuto a Kupcov [20], Lanconelli e 
Polidoro [22]. 

Il metodo della parametrice di Levi è stato utilizzato da Weber [44], Il’in [17], Eidel- 
man, Ivasyshen, e Malytska [9] e Polidoro [37], [36] per trattare il caso dei coefficienti a;; 
Hòlderiani. Sotto queste ipotesi, sono state provate stime di tipo Schauder da Satyro [42], 
Lunardi [26], Manfredini [27]. Inoltre, le proprietà di regolarità delle soluzioni deboli di 
(1.1) sono state studiate da Bramanti, Cerutti e Manfredini [3], Manfredini e Polidoro 
[28], Polidoro e Ragusa [38], assumendo un'ipotesi di continuità debole sui coefficienti Gij 
(si suppone che appartengano ad un opportuno spazio di funzioni ad oscillazione media 
infinitesima). 

Un problema di valori al contorno per un’equazione non lineare della forma (1.1) è 
stato considerato da Lanconelli e Lascialfari in [21], da Lascialfari e Morbidelli in [23]. 
In tali lavori si utilizza il teorema del punto fisso di Kakutani-Ky Fan combinato con 
le precedenti stime interne. Il fatto che le stime a priori dipendono dalla regolarità dei 
coefficienti a;;, comporta l’assunzione di particolari condizioni sul tipo di nonlinearità 
dell’operatore. 


Il metodo di Moser estende le tecniche precedentemente utilizzate nel caso ellittico 
[29, 30] e che sono equivalenti a quelle dovute a De Giorgi [7]. Questi risultati classici 
sono stati generalizzati in molte direzioni (cfr. [5], [15], [4], [35], [45]). Le prime estensioni 
della tecnica di Moser in ambito non Euclideo sono contenute in [19], [12]. Ricordiamo 
anche che la tecnica introdotta da Nash [34] e sviluppata in [10], è stata utilizzata in [41], 
nell’ambito degli operatori subellitici sui gruppi di Lie. Il risultato principale dei lavori 
sopra citati è la uniforme continuità Hòlderiana delle soluzioni deboli. La presente nota 


rappresenta un primo passo verso il conseguimento di un risultato analogo per le soluzioni 
di (1.1). 


Riconoscimenti. Desidero esprimere la mia gratitudine al Professor Ermanno Lanconelli 


per il suo interesse al nostro lavoro e per le molte utili discussioni. 


2 Preliminari 


In questo paragrafo richiamiamo alcuni fatti noti sulla parte principale Lo di L, e mo- 
striamo qualche risultato preliminare. Riscriviamo L in (1.1) nella forma 


L=div(AD)+Y, (2.1) 
dove A = (ai;)1<ij<N; dij = 0 sei > mo 0 j > mo, e Y è definito in (1.3). Inoltre poniamo 
_ {Im 9 
Ao == ( 0 0 ) ’ 

dove Im, è la matrice identità in R"°. Allora la parte principale di L prende la forma 


Lo = div(AoD) +Y. 
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L’operatore Lo ha la notevole proprietà di essere invariante rispetto a un prodotto di Lie 
in RV+!. Più precisamente, poniamo 


E(s)=exp(-sBT), seR, (2.2) 
e indichiamo con £c, 6 € RN+!, la traslazione a sinistra L:(2) = C02 nella legge di gruppo 
(2,8) 0 (6,7) =(€+E(7)e,t+7),  (2,t),(&,r) e R*, (2.3) 


allora si ha 
L e] Le = le [e] L. 


Ricordiamo che, per le Proposizioni 2.1 e 2.2 di [22], l’ipotesi [I.2] è equivalente ad 
assumere che rispetto ad una base di RN, la matrice B abbia la forma canonica 


0 Bi 0... 0 
0 0 Bo. -.-. 0 
Tai (2.4) 
0 0 0... B, 
00 0... 0 
dove Bx è una mx-1 X mx matrice di rango mx, k = 1,2,...,r con 
mo>m >...m 21, e Ym=N 
k=0 
In questo caso le dilatazioni associate a Lo sono le seguenti 
da = die Mino VagiLadh  ADD (2.5) 


dove Im, indica la matrice identità my x my. Possiamo esprimere esplicitamente la seconda 
parte dell’ipotesi [I.2] con 


Lood,=AX(6\0Lo), VA>O. (2.6) 


Nel seguito assumeremo sempre che B sia nella forma canonica (2.4). 
Indichiamo con Fo(-,C) la soluzione fondamentale di Lo in (1.2) con polo in € € RV+!. 
Un’espressione esplicita di I'9(-,() è stata esibita in [16] e [20]: 


Po(2,6) = Fo(6- 02,0), = va, C ERNH, 2 #6, 


dove 4 
To (2,t,0,0) = | an exp (-3(C!(1)2,2)), set>0, 


0, set<0, 
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t 
C() = J E(5) AoET (s)ds 
0 


(E è la matrice definita in (2.2)). Osserviamo che l’ipotesi [I.2] implica che C(t) è defi- 
nita positiva per ogni # positivo (cfr. Proposizione A.1 in [22]). Grazie alle proprietà di 
invarianza di Lo, non è difficile provare che 
Fo(6,(2),0) = A7®Po(2,0), = vz e RV+\ {0}, A>0, 
dove 
Q=mo+3m.+---+(2r+1)mr. (2.7) 


Il numero naturale Q + 2 è solitamente chiamato dimensione omogenea di RN+! rispetto 
a ($))\>0. Tale denominazione sembra opportuna poichè il determinante Jacobiano Jéy 
è uguale a \9+?, Indichiamo con ||-|| una norma d\-omogenea! in RN+!, Vale la seguente 
stima 

Po(2,6) £ eli 0 279, (2.8) 


con c costante positiva. 
Definiamo l’Ly-potenziale della funzione f € L!(RN+!) come segue 


roNa= f raofod, 2 eR"A. (29) 

RN+1 

Tale definizione è ben posta in quanto, per ogni T > 0, si ha 

IPo(S)(2)]| de < 

RN x[-T,7] 

(invertendo l’ordine di integrazione) 

< fu f ragaz f OU= 2] 
RN+1 RN x[-T,T] RN+! 
Richiamiamo anche il seguente risultato generale (cfr., per esempio, [11]). 


Per esempio, una norma d\- omogenea è data da 


N 

È 2r+1)! 

lz1= (x 205 4 
j=l 


dove a; = (2r + 1)! se 1<j<moe 


IU 


k=1 k 
se 1+)}mi<tj<)} mi, 1<k<r. 


i=0 i=0 


ai= 4! 
IT 2k+1° 
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TEOREMA 2.1 Siano a €]0,Q + 2[ e G € C(RN+! \ {0}) una funzione d\-omogenea di 
grado a — Q— 2. Se f € LP(RN+1) per qualche p €]1,+00[, allora la funzione 


G;(2) = j (Ct 0 2)f(0de, 


RN+1 


è definita quasi ovunque ed esiste una costante c = c(Q,p) tale che 
IG £llzecan+1) £ e max IG(2)] IIfllz:an+); 


dove q è definita da 
L_ i a 


q p_Q+2 
Per comodità, enunciamo separatamente alcune stime del potenziale che useremo in 
seguito. Tali stime sono essenzialmente contenute nel teorema precedente. Osserviamo 
anche che, per le proprietà di omogeneità di T', il potenziale Fo(Dmof) è ben definito per 
ogni f € L?(RN+!), almeno in senso distribuzionale, ossia 


Po(Dm()=- f DATO. (2.10) 
RN+! 
In (2.10), l’apice in DIO indica che stiamo differenziando rispetto alla variabile (. 
COROLLARIO 2.2 Sia f € L°(RN+!). Esiste una costante positiva c = c(Q) tale che 


ITo($) Il zz an+1) < cIlfilzzanA) (2.11) 
ITo(Dmof)llz2%m+1) £ cIlfilzz(®n+1) (2.12) 


dove R=1+ 353 en=1+3. 


PROVA. La stima (2.11) è conseguenza immediata del Teorema 2.1 e dell’omogeneità di 
To. Per provare (2.12), è sufficiente osservare che, per la (2.10), si ha 


l'o(Dmof)(2) = f) (DEC! 0 2,0) (O) (2.13) 


RN+1 


dove D è un operatore differenziale del prim'ordine d\-omogeneo di grado uno. Quindi 
(2.12) segue applicando il Teorema 2.1 con G = (DI) (-,0) ea=l1. 

Per mostrare (2.13), indichiamo con Dm,, & = 1,...,r, il gradiente rispetto alle 
variabili x; per 


k-1 k 
1+) mi<j<Ym. 
i=0 


i=0 
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Osserviamo che la matrice B in (2.4) è nilpotente e vale 
= (-9)* 
E(s)= L =, seR. (2.14) 
=0 


Dunque, in base a (2.14) e all’espressione (2.3) della legge di gruppo, deduciamo 
DIG o(2, 6) = DIOQPA(6! 0 2,0) 


-(- DinoFo(+,0) — Da "(6 7)"Dmy Pol 0)B7 -- 1) (602). 


O 


DEFINIZIONE 2.3 Sotto-soluzione debole di (1.1) in un dominio A è una funzione u tale 
che w, Dm, Yu € Lî,(9) e 


Jada, Dp)+pYu>0, Ve E CE), 0 >0. (2.15) 
a 


Una funzione u è una sopra-soluzione debole di (1.1) se —u è sotto-soluzione. 


OSSERVAZIONE 2.4 Se u è sotto e sopra-soluzione di (1.1) in Q allora è soluzione,i.e. 
vale (1.5). Infatti, per ogni p € C6°(Q), possiamo considerare y € C$°(I) tale che p>0 
ep+y>0 in. Dunque (1.5) segue applicando la (2.15) a +u. 


Osserviamo che anche la soluzione fondamentale To può essere usata come funzione 
test nella definizione di sopra e sotto-soluzione. Vale infatti il seguente lemma di cui 
omettiamo la prova. 


LEMMA 2.5 Sia v una sotto-soluzione debole di (1.1) in O. Per ogni 0 € C$(0), 0 >0, 
e per quasi ogni z € RN+!, si ha 


J —(ADv, D (Fo(2,)0)) +To(2,)gYv > 0. 
a 


Un risultato analogo vale per le sopra-soluzioni deboli. 


Concludiamo il paragrafo enunciando un lemma che si utilizza per dimostrare il 
Corollario 1.4 e la cui prova è standard. 


LEMMA 2.6 Sia f € C?NLip(R) una funzione monotona crescente. Se f è convessa (risp. 
concava) e u è una sotto-soluzione debole (risp. sopra-soluzione) di (1.1), allora v = f(u) 
è una sotto-soluzione (risp. sopra-soluzione) di (1.1). 
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3  Disuguaglianze di Caccioppoli e Sobolev 


In questo paragrafo diamo una traccia della prova delle stime di tipo Caccioppoli e di tipo 
Sobolev per le soluzioni non-negative di (1.1). Queste stime sono i due ingredienti essenziali 
per poter riprodurre il procedimento iterativo di Moser che è alla base del Teorema 1.2 
di cui ometteremo la prova. Richiamiamo la notazione (1.6) e, per semplicità, scriveremo 
H, invece di H,(0). 


TEOREMA 3.1 [Disuguaglianze di tipo Caccioppoli] Sia u una soluzione debole non 
negativa di (1.1) in R;. Sia pe R,p #0,p # 1/2 e siano o,r tali che z <poesr& 
Se uP € L°(H,) allora Dimmu? € L?(Hp) ed esiste una costante c, che dipende solo dalla 


dimensione omogenea Q, tale che 


c/u(u +e 2p-1 
Dmo?|lz2(H,) £ DIP luP]lzz(a,);), dove e= | sr | (3.1) 


Prova. Consideriamo il caso p < 1,p # 0,p # 1/2. Dapprima assumiamo che sia 
uniformemente positiva, ossia che u > uo per una costante uo > 0. Poniamo v = vP. 
Poichè u è soluzione debole di Lu = 0 e u > uo, allora v, Dm; Yv € L°(H;). Per ogni 
w € C$°(H1), consideriamo la funzione 9 = u?P-1?. Si noti che 0 e Dm € L°(H1), 
quindi possiamo utilizzare f come funzione test in (1.5). Troviamo 


= 5 J (2p — 1)u?P-24?(ADu, Du) + 2pu?P-1(ADu, Dw) — u?P_14°Yu 
Hi 
1 2 y° 2 
= J (1 - t) w°(ADv, Dv) + vy(ADv, DW) — PAL = 
Hi di 
(utilizzando l’identità 
WY (0°) =Y(4?v?) — 20°4Y% 


e applicando il teorema della divergenza) 


J 1 2 02 
= 1- >) W°(ADv, Dv) +vp(ADv, Dy) + at 


Hi 


Posto e = Dil e usando la disuguaglianza 


2 
vw |(ADv, D)| < eW?(ADv, Dv) + gr (ADY, DY), 
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otteniamo infine 
1 1 
€ } w(ADv, Dv) < ri Î, v (1 apy, Dw) +20141). (3.2) 
Hi 1 


La tesi è una conseguenza di un’opportuna scelta della funzione % in (3.2). Più 
precisamente poniamo 


1 
v(,t) = x (I(2,0)I) x (Iel8) (3.3) 
dove x € C°(R, [0, 1]) è tale che 
Map=loaso xo) =0oesan xls 5 
Osserviamo che Ò 
100]; [dx; | S my g=1,...,N (3.4) 


dove ci è una costante dimensionale. Allora, grazie a (3.2), otteniamo 


£ i \DmouP|? < e J 4 (ADuP, Du?) 
È Hr 


1 2 cip 2c, c2 (2 2 
£ piena diana È Gi p 
sifs Carene (RHIÌ 


r Hr 


(3.5) 


che prova (3.1). 
Consideriamo ora il caso generale di una soluzione u non negativa. Consideriamo la 
stima (3.5) peru+1, n € N, 


pm (043) spa (+9)f(08)* 


l) La 


2 


e mandiamo n all’infinito. Il passaggio al limite nel primo integrale è giustificato da 


1 p 
Dino (u+ 1) 
n 


Per il secondo integrale utilizziamo l’ipotesi u? € L2(H,). 


1? 
=p (i + 1) IDmotl 1 |DmowP], Vp<l, n co. 


Il caso p > 1 è sostanzialmente analogo, anche se è necessario utilizzare delle funzioni 
di troncamento per garantire la necessaria sommabilità delle potenze wP. [na 


TEOREMA 3.2 [Disuguaglianze di tipo Sobolev per sopra e sotto-soluzioni]. Sia 
v una sotto-soluzione debole non-negativa di L in Hi. Allora v € IL? (Hi), k=1+ è: ed 
esiste una costante c che dipende solo da Q e p, tale che 

€ 


r=Q 


ollzzx(#,) £ (Ilvllzzca, + |IDmo®llz2(#,)) » (3.6) 
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per ogni o,T con } So<xrsgsl. 
Un risultato analogo vale per le sopra-soluzioni deboli non-negative. 


Prova. Sia v una sotto-soluzione debole non-negativa di L. Rappresentiamo v in termini 
della soluzione fondamentale To. A tal fine, consideriamo la funzione cut-off 4 introdotta 
in (3.3). Per ogni 2 € H,, abbiamo 


v(2) = v(z) = f (AoD(wW), DrO(2,) — Do(2,)Y (v90)] (C)d6 = I1(2) + I2(2) + I3(2),, 
Ù, 


(3.7) 
dove 


h(2) = j {Ao Dx, DPo(2,))v] (Ode — J [Po(2,)0Y4] (Ode, 
PA 1 Ù, 


Ix(a) = J [{(Ao — A) Do, DPo(2,:))4] (Od — J [Po(z, (Av, DI) (dk, 
Hr Hr 


Ù 


h(2) = J [[ADv, D (Po(2,:)4)) — Po(z, JUYa] (Ode. 
Hr 


Poichè la funzione v è sotto-soluzione debole di L, il Lemma 2.5 implica che I3 < 0, e 
quindi 

0<uv(2) < I1(2) +I2(z) per quasi ogni z E Ho. 
Per concludere è sufficiente stimare v con una somma di Lo-potenziali. 

Cominciamo col considerare /;. Indichiamo con Ij e /{' rispettivamente il primo e il 
secondo integrale in I. Allora /{ si stima grazie alla (2.12) del Corollario 2.2 come segue 
c 
r=_Q 


dove l’ultima disuguaglianza segue da (3.4). Per stimare /{ utilizziamo la (2.11): 


Zi Ilz2=(7,) £ cIvDmoWllzzan+1) £ lella): 


c 
r=_?Q 


Wat Iizasca) < meas(Ho)®|It'Ilzazca,) £ ciloYWllzzaant) < lollzz (a): 


Con la stessa tecnica proviamo che 
c 
[2llz2x(#,) £ 7_ pllPmotllz2(H,); 


per una costante c = c(Q, Li). 


Con un argomento analogo si prova la tesi nel caso di v L-sopra-soluzione. In tal caso 
è necessario introdurre il seguente operatore ausiliario 


Îo=div(A)D)+Y, Y=-(x,BD)-&, 


e rappresentare v in termini della soluzione fondamentale di Lo: O 
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